Epreuve : MATH EMATIQU ES |

Concours Centrale - Supélec 1996

Option M, =

On note .# Pensembie des fonctions a valeurs'dans IR définies sur IR et £ le
sous-ensemble de .. formé des fonctions lipschitziennes, c’est-a-dire des fonc-
tions ¢ pour lesqueiles existe une constante K20 telle que
VX, y)€ IR oex) - oLy SK‘plx—yI .
On a pour but, dans ce probiéme, de rechercher les fonctions F o 2/ Lelles que
7x e IR Fix) AF(x+a) = f(x), (1)

ou f est une fonctlion de ./ donnée et ou a et A sont deux réels non nuls donnés.

Les parties I1T et [V sont largement indépendantes.

Partic I - Question préliminaire

Soil Fe./ vérifiant i11. Montrer que, pour tout x ¢ IR et tout ne IN* ona
n-1

Fix) = A'Fix~na)~ Z lkf(x+ka) (2)
k=0
n

Foy = A "Flenar YA “fix - kay . @

K=

Purtie 1] - Quelques propriétés des fonctions lipschitziennes

IL.D Montrer que / est un sous-espace vectoriel réel de ./ .
11.2) Soit fe..7 dérivable. Montrer que pour que f e /', il faut et il suffit que )
sa dérivée f' soit bornée.

11.3) f et g étant deux fonctions bornées de .2/, montrer que leur produit
f- g est aussi une lonction de ... En est-il de méme si f et g ne sont pas toutes
deux bornées ?

11.4) Soit f ¢ Montrer I'existence de deux réels positifs A et B tels que
Vxe IR, {f(x) < Ajx|+8 . (4)

IL.5) Soit fe.#. On suppose quexiste un réel positif M tel que, pour tous x
et y réels vérifiant 0<x-y<1, on a Jfox)~-fyNsMix-yl . Démontrer que

fe.

Partie I - Etude de (1) pour |\ # |

IIL.A - On suppouse dans cetle sous-partie que [A| < 1.
INLA.D)

o
a) Montrer que, pour tout x e IR, la série Z A"f(x + na) esl absolument

n=10
convergente (on pourra utiliser la Question [1.4).

b) En déduire qu'il existe une, et une seule, fonction F e vérifiant (1)
et que F est donnée par

$oo
Fix)= Y A f(x +nay .

n=0
I1I.A.2) Etude de trois cas particuliers

a) On suppose que f est la fonction f, définie par f,(x)=1 . Montrer que
f, €2 et déterminer la fonction F, correspondante.

b} On suppose que f est la fonction f, définie par f,(x) = cosx . Montrer
que f,e.Z et que la fonction correspondante F, est donnée par
Fa(x) = cosx—kcos(x-va) ' (5)
I -2Acosa+A”

¢) On suppose que f est la fonction f, définie par f(x) = sinx . Montrer
que f, e« et délerminer la fonction F, correspondante.
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HI1.B - On suppose dans cette sous-partie que |A|> 1.
II.LB.1)
14

a) Monlrer que, pour tout x & IR, la sérice z A "toxana) est absolument
convergente, no

b En déduire quil existe une, et une soule, fonction F e % veritiant (1)
et que F est donnée par
e
Fix) =« ¥ X "fix-na).
n=|

II1.B.2) Dans chacun des trois cas particuliers suivants, déterminer la fonction
F,; correspondante.

a) f est la fonction f, définie par f,(x)=1,
b) f est la fonction 7, définie par f,(x)= cosx ,

c) f estla fonction f, définie par f,(x) = sinx .

Partic 1V - Etude de (1) pour M = |

IV.A - On suppose dans cette sous-partie que A = (.
IV.A.1) Montrer que pour qu'existe une fonction F e.¥ vérifiant (1), il faut que
f soit bornée.
IV.A.2)
a) Montrer, en en explicitant une, qu'il existe des fonctions F e/ non
nulles vérifiant
Vxe R, Fix)-Fix+a)=0,

b) Soit Fe & véritiant (1). F est-elle unique ?

IV.A.3) On suppose dans cette question que f est la fonction définie par

f(x)=cosx .

a) Bi cosa £ 1, montrer gqu'en faisant tendre & vers | dans la fonction F,
donnée par (5), on obtient une fonction F e.%” vérifiant (1).

b) Si a = 2r, établir qu’il n’existe aucune fonction F e ¥ vérifiant (1).

IV.B - On suppose dans cette sous-partie que A = —i.

IVB.1)

a) Montrer, en en explicitant une, gu'il existe des fonctions £ e %2 non
nulles vérifiant

VxelR, Fixi+ Fix+ar=0 .

b) Soil. F€XZ vérifiant (1), F est-elle unique ?

IV.3.2)  On suppose dans celte question que £ est la fonction definie par
Hx)=cosx .

a) Si cosa# |, expliciter une fonction F e 9 vérifiant (1).
b) Si a = n, établir qu'il n’existe aucune fonction F €. vérifiant (1).

IV.B.3) On suppose dans cette question que a = | et que f e/ est décroissan-
te, de limite nulle en +e et a dérivée f' croissante.

400
a) Montrer que la série ) (-| y'f(x +n) converge.
n=10
b) Montrer qu’il existe une, et une seule, fonction F e.” vérifiant (1) et
telle que lim F(x) =0 (pour établir que F .2/, on pourra utiliser la
X -3 4
Question [1.5).

eee FIN oo
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