
Concours Centrale - Supélec 7996 l 
Épreuve : MATHÉMATIQUES I I Option M, Pi 

On note 7 l'ensemble des fonctions à valeurs'dans IR définies sur  IR et y le 
sous-ensemble de 7 forin$ des fonctions lipschitziennes, c'est-à-dire des fonc- 
tions cp pour lesquelles existe une constante K,, L ( 1  telle que 

V ~ X . Y ] E  il<' W X I  cD(y) l5K, , IX-YI  . 

On '1 pour but. diii is c : ~  i)roI)lvnie, tlin rechercher 1c.s 1i)ncLioiis F I  1 telles que 
 XE IR E . x )  A F ( x + a )  = f ( x ) ,  (1) 

ou f est une fonction de J donnée et  où a et  k sont deux réels non nuls donnés. 

ILS piirties III c't l ' j  sont 1;ri~geincnt indépentliintcs. 

Ptcrfie II Qirclqirc~s pruoiwtL;s des fbirctioiis 1ip.schitrieiiiics 

11.1) Montrcr' que est un sous-espace vectoriel reel de .F 
11.2) Soit f E ' rierivnlde Montrer que pour que f E y. i l  faut et il suffit que - 
sa derivce I' soit bornée. 

11.3) f et g etant deux fonctions bornées de 1, montrer que leur produit 
f g est iiiissi une litnction de 1 . En est-il de même si f e t  g no sont pas toutes 
deux bornées ? 

11.4) 

- 

Soit f E 2 Montrer l'existence de deux réels positlfs A et B tels que 
V x  E I R ,  l f ( x ) l  5 AIXI + B . (4) 

11.5) Soit f e . 7 .  On suppose qu'existe un réel positif M tel que, pour tous x 
et y réels vérifiant O 5 x - y < I , on a I f ( x )  - f ( y ) J  5 Mlx - y1 . Démontrer que 
f E Y .  

1II.A - On suppose'duns cette sous-partic que lkl< 1 . 

1II.A. 1) +..- 

a )  Montrer que, pour tout x E I R ,  In série C h n f ( x  + n a )  est d~solunien t  
n = I I  

convergente (on pourra utiliser la Question 11.4). 

b) En d d u i r e  qu'il existe une, et une seule, fonction F E y vériliiint ( 1  
et que F est donnée par 

+- 
F ( X )  = C ) i " f ( x + n a )  . 

n = O 

III.A.2) Étude de trois cas particuliers 

a) On suppose que f est la fonction f ,  définie par f , ( x )  = 1 . Montrer que 

1)) On supposc que f est la fonction f ,  définie par f , ( x )  = cosx . Montrer 

(5)  

c)  On suppose que f est la fonction f ,  définie par f , ( x )  = sinx . Montrer 

f ,  E 2 et déterminer la fonction F ,  correspondante. 

que f ,  EY et que la fonction correspondante F,  est donnée par 
cosx - h c o s ( x  - a )  

1 - ?)Ccosa+ A- 
F , ( x )  = 7 '  

que f ,  y et déterminer la fonction F ,  correspondante. 
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1II.B - On suppose dans celte sous-partie que l)il> I . 
IIl .D.1) 

t Y  

; I I  M ~ I I I I X ~ I .  q t t t s ,  oo1iv tout X6 II<, Iii sciic. C A " t i x + n n )  vst iiIwoIiinwnt 

1 1 )  I h  cldtluirc clii'il c.xis;lc tini:, cl iine s o u l c * ,  li~nction F t Y vcrili:int ( 1 )  

I~0 l lvc~ l~~: '~r l l  t.. I I  I 

et que f est donnée par 
t .  

~ ( x )  = - C A " f ( x  na) .  
n =  I 

III.B.2) Dans chacun des trois cas particuliers suivants, déterminer la fonction 
F ,  correspondante. 

a)  f est la fonction f ,  définie par f , ( x )  = I , 

b) f est la fonction f 2  définie par f , ( x )  = cosx , 

c) f est la fonction f ,  définie par f , ( x )  = sinx . 

I 

1V.A - On suppose dans cette sous-partie que h = I . 
IV.A.1) 
f soit bornée. 

1V.A.2) 

Montrer que pour qu'existe une fonction F EY vérifiant (1 ), il faut que 

i l )  Montrer, en on explicitunt une, qu'il existe des fonctions F E  y non 

V X E  I I < ,  F ( x )  F i x t a ) = o .  

11) Soit F 6 -  Y vi.rifiant ( 1  ). F est-elle unique 

nulles vérifiant 

IV.A.3) 
f ( X )  = cosx . 

On suppose dans cette question que f est la fonction définie p a r .  

a )  Si cosa c I , inontror qu'en Laisant tcnd~w A vws I cians 1i1 li)nction F ,  

b) Si a = Z K ,  établir qu'il n'existe aucune fonction F E  9' vérifiant ( 1  1. 

donnée par (5), on obtient une fonction F vérifiant ( 1).  
. 

1V.B - On suppose dans cette sous-partie que A = - 1 . 
IV. B. 1 ) 

a )  Montrer, en en explicitant une, qu'il existe des fonctions FE y non 

V x c  I R .  F ( x i t F ( x + a ~ = o  . 

I l )  Soit. FCY vivifimit ( 1  ). F c*st-c.IIc* unicltic *? 

nulles vérifiant 

IV.II.2) 
f (  X )  = cosx . 

OII siilqIosc* cliins cc.LLc c luc . s l  ioii q i i c  f c.sl 1;i f i i itchoii tlc4itic. piir 

a )  Si cosa 2 I , expliciter une fonction F E  9 vérifiant I 1) .  

11) Si a = K , établir qu'il n'existe aucune fonction F vérifiant (1 1. 

IV.B.3) 
te, de  limite nulle en += et à dérivée 1' croissante. 

On suppose dans cette question que a = 1 et que f E y est décroissan- 

a)  Montrer que la série 1 ( - ~ ) " f ( x  + n) converge. 

b) Montrer qu'il existe $;:et une seule, fonction F €2 vérifiant (1) et 
lirn F ( x )  = 0 (pour établir que F E Y ' ,  on pourra utiliser la 

+- 

telle que 
Question 11.5). 

x -, i' t 
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